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De signons par R\>12 une somme portant sur les e ventuels ze ros de ‘(s)
de partie re elle supe rieure a 12 , ou les ze ros de multiplicite m sont compte s
m fois. L’objet de cette note est la de monstration du re sultat suivant.
The ore me. On a
1
2? |R (s)=12
log |‘(s)|
|s|2
|ds|= :
R\>12
log } \1&\ } . (1)
En particulier, l ’hypothe se de Riemann est vraie si et seulement si
|
R (s)=12
log |‘(s)|
|s|2
|ds|=0.
De monstration. Cette preuve comporte deux e tapes.
Premie re e tape. Nous commenc ons par l’e nonce de quelques proprie te s
satisfaites par une fonction ge ne rique f de l’espace de Hardy H p (D), ou
D=[z # C: |z|<1] et p est un nombre re el positif. On de signe par f *
la fonction de finie presque partout sur le cercle trigonome trique
D=[z # C: |z|=1] par f *(ei%)=limr  1& f (re i%). Utilisons la lettre z
pour de signer un e le ment du disque trigonome trique D et notons
s=s(z)=
1
2
+
1+z
2(1&z)
=
1
1&z
.
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Cette formule de finit une repre sentation conforme du disque D dans le
demi-plan R(s)>12.
D’apre s la formule de Jensen (voir par example [4, Theorem 3.61]), on
a pour f (0){0 et r<1,
1
2? |
?
&?
log | f (rei%)| d%=log | f (0)|+ :
f (:)=0
|:|<r
log
r
|:|
(2)
ou dans la somme les ze ros de multiplicite m sont compte s m fois.
De signons par
exp {&|
?
&?
e i%+z
e i%&z
d+(%)=
le facteur inte rieur singulier de f. Quand r tend vers 1, la formule (2)
devient (cf. [2, p. 68])
1
2? |
?
&?
log | f *(ei%)| d%=log | f (0)|+ :
f (:)=0
|:|<1
log
1
|:|
+|
?
&?
d+(%). (3)
Cette formule est une conse quence du the ore me de factorisation des fonc-
tions de H p; elle est e nonce e dans [2] pour p=1 mais est e galement
valable pour tout p positif.
Deuxie me e tape. Nous conside rons maintenant la fonction
f (z)=(s&1) ‘(s)
(avec s=1(1&z)). Les proprie te s e le mentaires de la fonction ‘ de
Riemann (voir par exemple [5]) permettent de ve rifier d’une part que f
appartient a l’espace de Hardy H13 (D) et d’autre part que la mesure +
associe e au facteur inte rieur singulier de f est nulle (pour ce dernier point,
il suffit de reprendre l’argumentation de veloppe e par Bercovici et Foias
pour le facteur inte rieur des fonctions (%&%s) ‘(s)(s+12)s, au cours de la
preuve de la proposition 2.1 de [1]). On ve rifie e galement que
|
?
&?
log | f *(ei%)| d%=|
R(s)=12
log |‘(s)|
|s|2
|ds|,
log | f (0)|=0 et :
f (:)=0
|:|<1
log
1
|:|
= :
R\>12
log } \1&\ }.
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Avec l’ensemble de ces informations, notre re sultat de coule de la formule
(3).
Terminons par quelques remarques. On trouve des e nonce s voisins du
no^tre dans les travaux [7, 6] de Wang et Volchkov. Il est me^me possible
que Jensen lui-me^me ait eu conscience de la formule (1) (le lecteur con-
sultera avec inte re^t l’article [3] ou Jensen fait part a MittagLeffler de sa
de couverte de la formule (2)). Il nous para@^t cependant inte ressant de
pre senter les choses comme nous le faisons ici, et cela pour les trois raisons
suivantes:
(a) la formule (1) est plus simple que celles qui appara@^ssent dans
[7, 6];
(b) on montre ici que pour e tablir la formule (1), il est naturel de se
placer dans le cadre des espaces de Hardy;
(c) la forme de l’inte grale dans la formule (1) permet d’interpre ter ce
re sultat a l’aide du mouvement brownien, comme nous le montrons ci-
dessous.
Notons Z=X+iY le mouvement brownien plan issu de 0 (ou de 1) et
ZT12=
1
2+iYT12 son premier point d’impact sur la droite critique Rs=12
ou T12 :=inf[t: Xt=12]. On sait que YT12 suit une loi de Cauchy de
parame tre 12. Autrement dit, la loi de YT12 a pour densite 12?(14+t
2).
Ainsi la deuxie me partie du the ore me peut s’e noncer de la manie re
suivante: l’hypothe se de Riemann est vraie si et seulement si
E[log |‘(ZT12)|]=0.
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